
Ch.7  Spin and undistinguished
            similar particles

第七章     
自旋与全同粒子

 Spin and undistinguished similar particles
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前 言

1.未考虑粒子的自旋特征，微观粒子都有自旋特征。

2.仅考虑了单粒子体系，实际粒子体系一般是多粒

子体系。

前面的理论尚有两方面的局限 :

 电子的自旋特征

具有自旋特征粒子的波函数

角动量耦合

多粒子体系

实际应用

主
要
研
究
内
容

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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v 7.1  电子自旋
      Electron spin 

v 7.2  电子自旋算符与自旋波函数 
      Electron spin operator and spin  wave function 

v 7.3  简单塞曼效应

    Simple Zeeman effect
v 7.4  两个角动量的耦合
          Coupling of two angular momentum 
v 7.5  光谱的精细结构
          Fine structure of the spectrum

v 7.6 全同粒子的性质
    The characterization of similar particles 

v 7.7 全同粒子系统的波函数  泡利原理
    The wave function of similar particle system Pauli principle

v 7.8  两个电子的波函数
   The spin wave function of two electrons

讲授内容
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研
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学习要求

1．了解斯特恩-格拉赫实验，电子自旋回转磁比率与
  轨道回转磁比率。
2．掌握自旋算符的对易关系和自旋算的矩阵形式(泡利
     矩阵)，与自旋相联系的测量值、概率、平均值等的
  计算以及本征值方程和本征函数的求解方法。
3．了解简单塞曼效应的物理机制。

4．了解耦合的概念及碱金属原子光谱双线结构的物理
  解释。
5．全同粒子的基本概念，全同性质理，波函数的交换
  对称性。
6．全同粒子的分类。

7．全同粒子体系的波函数，包括两个全同粒子体系的
  波函数，N个全同粒子体系的波函数。
8．掌握两个电子的自旋函数。

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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ØStern-Gerlach实验

7.1 电子自旋

基态氢原子在非均匀磁场中

Conclusion:
磁矩平行或反平行于外加磁场

M (Magnetic moment) parallel or 
anti-parallel to B (Magnetic field) 

Problem：Where does the M come from?

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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乌仑贝克. 哥德斯米脱假设

 （1）每个电子具有自旋角动量   ，它在空间任意方

向的取值只能有两个              。
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（2）每个电子具有自旋磁矩   ，它与自旋角动量的
关系是

SM


7.1 电子自旋 （续 1）
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完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



Ch.7  Spin and undistinguished
            similar particles

8

回旋磁比率：
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轨道磁矩与轨道角动量的关系：
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7.1 电子自旋 （续 2）
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1 ． 自 旋 算 符

       为了描述电子的自旋特性，引入一个厄米算

符     来表征电子的自旋角动量      。Ŝ S


[注意]：自旋角动量是电子内部的一种固有特性，

在经典理论中没有对应量，也不同于一般的力学量，

它不能表示为坐标和动量的函数。

      是自旋角动量，应满足角动量算符的普遍对
易关系

S


9
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§7.2 电子的自旋算符和自旋函数 （续 1）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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 由于在空间任意方向上的投影只有两个取值　　，

所以   、  、   的本征值是 
2




xŜ yŜ zŜ

的本征值都是   
4

22 2 2ˆ ˆ ˆ
x y zS S S

、、

2
2 2 2

4x y zS S S  


即

2 2 2x y zS S S  
  

22222

4
3  zyx SSSS2Ŝ 的本征值

    若将自旋角动量本征值表示为角动量本征值的
一般形式:

1.自旋算符的本征值

§7.2 电子的自旋算符和自旋函数 （续 2）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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3 ．泡利算符

2 2( 1)S s s   s为自旋量子数
1( )
2

s 

sz mS  为“磁”量子
数

sm 1( )
2sm  

为了讨论问题方便，引入泡利算符 ̂
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§7.2 电子的自旋算符和自旋函数 （续 3）
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完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



Ch.7  Spin and undistinguished
            similar particles

13

对 易 关 系

ˆ ˆ ˆ2i   
  















yzxxz

xyzzy

zxyyx

i
i
i







ˆ2ˆˆˆˆ
ˆ2ˆˆˆˆ
ˆ2ˆˆˆˆ

泡利算符平方算符 2 2 2 2 2ˆˆ x y z       


2
,ˆ ˆ[ ] 0  

2
,

2
,

2
,

ˆ ˆ[ ] 0

ˆ ˆ[ ] 0

ˆ ˆ[ ] 0

x

y

z

 

 

 







§7.2 电子的自旋算符和自旋函数 （续 4）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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32222  zyx 2̂ 的本征值

1222  zyx 

2 ˆˆ x xS 


本征值

x̂ y̂ z̂ 的本征值都是 1

1x 

2xS  


§7.2 电子的自旋算符和自旋函数 （续 5）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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§7.2 电子的自旋算符和自旋函数 （续 6）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



Ch.7  Spin and undistinguished
            similar particles

4．自旋算符的矩阵表示

自旋算符在      、     表象中的矩阵形式，可根据
算符的一般理论，算符在其自身表象中为对角矩
阵，矩阵元就是其本征得到：
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§7.2 电子的自旋算符和自旋函数 （续 7）

16
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§7.2 电子的自旋算符和自旋函数 （续 8）
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§7.2 电子的自旋算符和自旋函数 （续 9）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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§7.2 电子的自旋算符和自旋函数 （续 10）

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



Ch.7  Spin and undistinguished
            similar particles

20

泡 利 矩 阵











01
10

ˆ x 










10

01
ˆz

0 1ˆ
1 02xS
 

  
 









 


0
0

2
ˆ

i
i

Sy













10

01
2

ˆ 
zS

自 旋 算 符 矩 阵

0
ˆ

0y

i
i


 

 
 

§7.2 电子的自旋算符和自旋函数 （续 11）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



Ch.7  Spin and undistinguished
            similar particles

5 . 自 旋 函 数

    电子既然有自旋，则其波函数就应考虑自旋量子

数  （构成力学量完全集合的力学量数目为4个），

波函数表示为
zS

( , , , , )zx y z s t

写成矩阵形式，为二行一列矩阵

1

2

( , , , , )
2

( , , , , )
2

x y z t

x y z t

 

  






§7.2 电子的自旋算符和自旋函数 （续 12）
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这两种情况的物理意义：

2
21*

1 1 1 1
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
 
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 
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0
(0, )



 
       

     时刻，         处找到自旋            的电子的几率密度。t zyx ,,
2


zS

  时刻，     处找到自旋       的电子的几率密度 t zyx ,,
2


zS
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2ZS  


在整个空间发现电子自旋 的几率
2

2 d 

        是     时刻，             处找到电子的几率密度t zyx ,,

2



在整个空间发现电子自旋 的几率ZS
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        在一般情况下，自旋和轨道运动之间有相互作
用，因而电子的自旋状态对轨道运动有影响，这通
过    中的     和     是            的不同函数来体现。 1 2 zyx ,,

( , , , , ) ( , , , ) ( )z zx y z S t x y z t S  

( )zS
1
2

1
2

11( )
02

01( )
12

 

 


  
   

  


        

     当电子的自旋和轨道运动相互作用小到可以忽
略时，   和     对空间位置的依赖关系是一样的，
这时可引入自旋函数

1
( )zS

2

§7.2 电子的自旋算符和自旋函数 （续 15）
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



Ch.7  Spin and undistinguished
            similar particles

25

自旋算符的本征值方程
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自旋函数的正交归一性
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考虑氢原子和类氢原子在磁场中的情况

在无外磁场的情况下，体系的定态Schrödinger方程 
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本征函数： ),()()(  lmnlnlm YrRr 


nlmnlnlm ErH  )(ˆ )0( 
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本征能量：氢原子         （仅与  有关）nEE  n

由2P态跃迁到1S态的跃迁频率

/)( 10210 EE 

在有强磁场的情况下（忽略自旋与轨道运动的相

互作用能）磁场引起的附加能量

  SSSL BSL
c
eBMMU


 2

2
)(



        （与        有关）ln,nlEE 类氢原子 
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代入以上方程，写成
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      由于电子存在自旋，原子处在磁场中，原来的
能级        分裂为两条，正如斯特恩—革拉赫实验
中所观察到的。
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2P→1S跃迁频率
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§7.3  简单塞曼效应（续 10）
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固有性质相同的粒子称为全同粒子

   例：电子、质子、中子、超子、重子、轻子、
微子……同类核原子、分子……

     固有性质指的是：质量、电荷、自旋…同位旋、
宇称、奇异数……

1.全同粒子
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   例如：在电子双缝衍射实验中，考察两个电
子，无法判别哪个电子通过哪条缝，也无法判
别屏上观察到的电子，哪个是通过哪条缝来的，
也无法判别哪个是第一个电子，哪个是第二个
电子……

2．不可区分性

  经典力学中，两物体性质相同时，仍然可以区分，
因各自有确定轨道。

 微观体系（粒子），因为运动具有波粒二象性，
无确定轨道，在位置几率重迭处就不能区分是哪个
粒子。

§7.6  全同粒子的特征（续 1）
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3．全同性原理

由于全同粒子的不可区分性，在全同粒子所组成
的系统中，任意两个全同粒子相互交换（位置等），
不会引起系统状态的改变。

   全同性原理是量子力学中的基本原理之一，也
称基本假设之一。

几率分布不变： 
2

1

2

1 )()( tqqqqtqqq Nijji   

§7.6  全同粒子的特征（续 ２）
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4．全同粒子体系波函数的对称性质

设体系由N个全同粒子组成

以   表示第i个粒子的坐标和自旋iq ),( iii srq 

( , )iU q t 表示第i个粒子在外场中的能量

),( ji qqW 表示第i个粒子和第i个粒子的相互作用能

则体系的哈米顿算符：














N

ji
ji

N

i
iiNjiq qqWtqUtqqqqqH ),(),(

2
),,,,,,,,(ˆ

1

2
2 



两粒子互换，哈米顿算符不变

§7.6  全同粒子的特征（续 ３）
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1 2 , 1 2
ˆ ˆ( , , , , , , , ) ( , , , , , , , , )i j N j i NH q q q q q t H q q q q q t     

薛定格方程：

1

1 1

( , , , , , , , )

ˆ ( , , , , , , ) ( , , , , , , )

i j N

i j N i j N

i q q q q t
t
H q q q q t q q q q t









   

     

1 1
ˆ ( , , , , , , , ) ( , , , , , , )i j N j i NH q q q q t q q q q t      

再交换    与iq jq

1

1 1

( , , , , , , , )

ˆ ( , , , , , , ) ( , , , , , , )

j i N

j i N j i N

i q q q q t
t
H q q q q t q q q q t









   

     

§7.6  全同粒子的特征（续 ４）
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  这表示如果                                        是方程的解，

则                                           也是方程的解。
1,( , , , , , )i j Nq q q q t   

1,( , , , , , )j i Nq q q q t   

1 , 1 ,( , , , , , ) ( , , , , , )j i N i j Nq q q q t q q q q t      

  根据全同性原理，它们描述的是同一状态，则它
们间只可能相差一常数因子，以  表示.即有 

再交换    与iq jq

)()(  ijji qqqq  
)(2  ji qq

1 

§7.6  全同粒子的特征（续 ５）
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      描述全同粒子系统状态的波函数只能是对称的，
或者反对称的。

当             时                                    1

1 , 1 ,( , , , , , , ) ( , , , , , , )j i N i j Nq q q q t q q q q t      

即波函数为反对称函数

当            时                                   1

1 , 1 ,( , , , , , , ) ( , , , , , , )j i N i j Nq q q q t q q q q t      

即波函数为对称函数

§7.6  全同粒子的特征（续 ６）
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5．波函数的对称性质不随时间而变化

)()( tt s   设     时刻波函数对称：t

它满足薛定格方程： )()(ˆ)( ttHt
t

i ss  



由于                   对称, 使                   也对称)()(ˆ ttH s )(t
t s


在           时刻，波函数为

 它 是两个对称函数之和，故也是对称的。

dtt  dt
t
ttdtt s

s 



)()()( 

同样可证明反对称函数在以后任何时刻都是反对称的。

§7.6  全同粒子的特征（续 ７）
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费米子和玻色子：

费米子：自旋为        奇数倍的粒子称为费米子。如电子、

质子、中子等粒子，自旋均为        ，它们均为费米子。 
2


2


玻色子：自旋为  的整数倍的粒子称为玻色子。如介子、 
光子的自旋分别为O或  ，它们均为玻色子。



  玻色子服从玻色—爱因斯坦统计，其波函数是对
称的。
  费米子系统服从费米—狄拉克统计，其波函数是
反对称的。 

    结论：描写全同粒子系统状态的波函数只能是对
称的或反对称的，它们的对称性不随时间变化。

§7.6  全同粒子的特征（续 ８）
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一、两粒子体系
在不考虑粒子间相互作用时，体系的哈米顿算符

)(ˆ)(ˆˆ
2010 qHqHH 

  以  和  表示   的第i个本征值和本征函数，则
单粒子的本征值方程为：

i i 0Ĥ

0 1 1 1

0 2 2 2

ˆ ( ) ( ) ( )
ˆ ( ) ( ) ( )

i i i

j j j

H q q q

H q q q

  

  

 



体系的哈米顿算符的本征值方程为： 

),(),(ˆ
2121 qqEqqH  

)()(),( 2121 qqqq ji  本征波函数 （7.7-4） 
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本征能量 i jE   

若两粒子交换，则 2 1 2 1( , ) ( ) ( )i jq q q q   （7.7-6） 

能量值仍为              是简并的，这种简并称为交换简并。  i jE   

如果两粒子处于同一状态，            ji
则（7.7-4）和（7.7-6）给出同一个对称波函数 

1 2 2 1 1 2( , ) ( , ) ( ) ( )i iq q q q q q    

如果两粒子处于不同状态， ji 
  则（7.7-4）和（7.7-6）式的函数既不对称，也
不反对称，故不符合全同粒子体系波函数的要求。

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 １）
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　 这表明（7.7-4）和（7.7-6）两式所表示的函数，
只能部分满足全同粒子体系对波函数的要求，不能
完全满足，故不能作为全同粒子体系的波函数。 
   但由（7.7-4）和（7.7-6）两式的和、差可以
构成对称函数　和反对称函数　。s A

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 ２）

玻色系统：  1 2 1 2 2 1
1( , ) ( , ) ( , )
2s q q q q q q   

1 2 2 1
1 ( ) ( ) ( ) ( )
2
      i j i jq q q q

费米系统：  1 2 1 2 2 1
1( , ) ( , ) ( , )
2A q q q q q q   

1 2 2 1
1 ( ) ( ) ( ) ( )
2
      i j i jq q q q

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net
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泡 利 原 理

　对玻色子系统，波函数取形式　　　　，当两个

玻色子处于同一个状态时　　　　　　　   ，这时　　　　

　 ，故几率密度　　　　　，所以允许。 

1 2( , )s q q

1 2 2 1( , ) ( , )s sq q q q 

1 2( , ) 0s q q  0),( 2
21 qqs

　对于费米系统，波函数取　　　　 形式，当两费

米子处于同一个状态时　　　　　，故使几率密度　　　　

　  ，所以不允许。

),( 21 qqA

0),( 21 qqA
2

1 2( , ) 0A q q 

泡利不相容原理：费米系统中，两个费米子不能处
                                 于同一个状态

正是这个原理，使核和原子等的结构有序。

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 ３）
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二、N粒子体系

将两粒子体系推广到N　粒子体系

单粒子的本征值方程： 0
ˆ ( ) ( ) ( )n k n k k nH q q q  

体系的薛定格方程：

),,,(),,,()(ˆ
2121

1
0 NN

N

i
n qqqEqqqqH   









本征函数 1 2 1 2( , , , ) ( ) ( ) ( )N i j k Nq q q q q q     （7.7-13） 





N

n
nN qHqHqHqHH

1
002010 )(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆˆ 

本征能量 1 2 NE      

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 ４）
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三、费米子体系波函数

　　可见，在不考虑粒子间相互作用时，全同粒子
体系的能量等于各单粒子能量之和，哈米顿算符的
本征函数是各单粒子的本征函数的积。因此，解多
粒子体系的问题，归结为解单粒子的薛定格方程。

下面分别讨论费米系统和玻色系统的波函数形式。

  由N个费米子组成的体系的本征函数是反对称
的，依照（7.7-13）式

),,,( 21 NA qqq 

)()()(

)()()(
)()()(

!
1

21

21

21

Nkkk

Njjj

Niii

qqq

qqq
qqq

N













称为
斯莱
特行
列式 

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 ５）
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     交换任意两个粒子，在斯莱特行列式中就表现出两
列相互交换，这就使行列式改变符号。所以       是反
对称的。

A

     如果N个粒子中有两个处于同一个状态，则斯莱特行
列式中有两行完全相同，这使行列式等于零，从而使
　　　，几率        。要使        ，不能有两费
米子处在同一单粒子态。这就是泡利的不相容原理。

0A 02 A 02 A

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 ６）

                是归一化的，    是   的归一化因子。将斯

莱特行列式展开，共有   项如（7.7-13）式的形式，

因而,   是体系薛定格方程            的本征函数

解。

)( li q !
1
N

A AA EH  ˆ

A
!N
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例          一个体系由三个费米子组成，粒子间无相互作
用，它们分别可能处于单粒态  、 、 ，求系统波
函数。

1 2 3

Solve
1 1 1 2 1 3

1 2 3 2 1 2 2 2 1

3 1 3 2 3 3

( ) ( ) ( )
1( , , ) ( ) ( ) ( )
3! ( ) ( ) ( )

A

q q q
q q q q q q

q q q

  
  
  

 

1 1 2 2 3 3 1 2 2 3 3 1 1 3 2 1 3 2
1 [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3!

q q q q q q q q q          

1 2 2 1 3 3 1 1 2 3 3 2 1 3 2 2 3 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]          q q q q q q q q q

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 ７）
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四、玻色子体系的波函数

  N个玻色子所组成的体系的波函数应是对称的。
它也由（7.7-13）式进行构成。所不同的是单粒
子态   中，能容纳的玻色子数不受限制，可大
于1。波函数形式可表示为： 

i


P

NkjiNs qqqPCqqq )()()(),,,( 2121  

式中P表示N个粒子在波函数中的某一种排列，  表
示对所有可能的排列求和，而C则为归一化常数。


P

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 ８）
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     设N个玻色子中，有  个处于  态，有   个处于

    态，有   个处于  态，而        ，则体系的

  波函数为：

i1n 2n
j kkn 




k

l
l Nn

1

1 1 1 2

1 2

1
1 2 1 1

!
( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

!
k

k

l
l

s N i i n j n j n n k n
P nn n

n
q q q P q q q q q

N
    

 

 
   
 
  


   

个个 个

式中，因为N 个粒子排列共有              




 k

l
l

k n

N
nnn

N！

1

21 !

!
!!!  种不相同的形式。

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 ９）
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所以归一化因子为：
1

! !
k

l
l

C n N


 

Ex.1
   在N个全同玻色子所组成的体系中，如果有　 个

粒子处在单粒子态   中,         ，求此体系的归

一化波函数。

in
i  

i
i Nn

 Solve： ①当N个全同玻色子处于N个不同的单粒子
状态时，体系的玻函数为：

1 2( ) ( ) ( )i j k N
P

C P q q q     

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 １０）
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由于单粒子态是正交归一的，则上式变为：

N这里   表示  个粒子在  个单粒子态上各占一态

的某一种排列，而    表示对各种可能排列方式的

种数求和，应有   种。

p

P
p

N

!N

* 2 *
1 1[ ( ) ] [ ( ) ] 1i i

P P

d C P q P q d     


    

根据波函数的归一化条件：

1!2  NC

1/ !C N归一化常数

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 １１）
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    ②  当     个粒子处于某一个态     时, 有   种交换，

即   种排列不形成新的状态，这时求和的项数不

是   ，而应是

in n !in
!in

!N 
i
nN !/!

!

!

i
i

n
C

N

归一化常数

归一化波函数

!
( ) ( ) ( )

!

i
i

i i j j k k
P

n
P q q q

N
   


 

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 １２）
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         一体系由三个全同玻色子组成，玻色子之
间无相互作用。玻色子只有两个可能的单粒子态。
问体系可能的状态有几个？它们的玻函数怎样用单
粒子态构成？

Solve:
( 1)! (3 2 1)! 4

!( 1)! 3!(2 1)!
   

 
 

粒子数 单态数

粒子数 单态数
状态数 =

设两单粒子态为      和       。 

Ex.2：

有两种情况：

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 １３）
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第 一 种 情 况 ：

三粒子同处于     态：
(1)

1, 2, 3 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )s q q q q q q     

三粒子同处于     态： 
(2)

1 2 3 1 2 3( , , ) ( ) ( ) ( )s q q q q q q     

(1) 三个玻色子处在同一个状态。
(2) 两个玻色子处在同一个状态，另一个玻色子
处于另一状态。

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 １４）
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第 二 种 情 况 ：

(3)
1, 2, 3 1 2 3

1 3 2 2 3 1

2!1!( ) { ( ) ( ) ( )
3!

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

s q q q q q q

q q q q q q

  

     

  

     

 

 

(4)
1 2 3 1 2 3

2 1 3 3 1 2

1( , , ) { ( ) ( ) ( )
3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

S q q q q q q

q q q q q q

  

     

  

     

 

 

两粒子同处于     态，一粒子处于      态 

两粒子同处于      态，一粒子处于      态 

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 １５）
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      一体系由三个全同玻色子组成，玻色子之间无
相互作用。可能的单粒子态有三个                     ，
问体系可能的状态有几个？波函数怎样由单粒子
态构成？

321 ,, 

Solve:

( 1)! (3 3 1)! 10
!( 1)! 3!(3 1)!
   

 
 

粒子数 单态数

粒子数 单态数

（1）三个玻色子分别处于三个单态上：

状态数：

Ex.3
§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 １６）
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

(1)
1, 2, 3

1 1 2 2 3 3 1 2 2 3 3 1

1 3 2 1 3 2 1 3 2 2 3 1

1 2 2 1 3 3 1 1 2 3 3 2

1!1!1!( )
3!

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

s q q q

q q q q q q
q q q q q q
q q q q q q

     

     
     

 



 

 



（2）三个粒子处于同一个单态上

( 2 )
1 2 3 1 1 1 2 1 3

(3)
1 2 3 2 1 2 2 2 3

( 4 )
1 2 3 3 1 3 2 3 3

( , , ) ( ) ( ) ( )

( , , ) ( ) ( ) ( )

( , , ) ( ) ( ) ( )

s

s

s

q q q q q q
q q q q q q
q q q q q q

  

  

  

 

 

 

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 １７）
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（3）两粒子处在同一态，一粒子处在另一态

(5)
2 1 2 3 1 1 1 2 2 3

1 1 1 3 2 2 1 2 1 3 2 1
1

(6)
3 1 2 3 1 1 1 2 3 3

1 1 1 3 3 2 1 2 1 3 3 1

1!2!1 ( , , ) { ( ) ( ) ( )
3!

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}
2

11 ( , , ) { ( ) ( ) ( )
3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

s

s

n q q q q q q

q q q q q q
n

n q q q q q q

q q q q q q

  

     

  

     


  


   
   


 

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 １８）
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2 2n 

1

(7)
1, 2, 3 2 1 2 2 1 3

2 1 2 3 1 2 2 2 2 3 1 1

3

(8)
1, 2, 3 2 1 2 2 3 3

2 1 2 3 3 2 2 2 2 3 3 1

1

1( ) { ( ) ( ) ( )
3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}
1

1( ) { ( ) ( ) ( )
3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

s

s

n

q q q q q q

q q q q q q
n

q q q q q q

q q q q q q

  

     

  

     



  
  
 

  

  

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 １９）
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3 2n 

三种十个态！

(9)
1 1, 2, 3 1 1 3 2 3 3

1 2 3 1 3 3 1 3 3 1 2 2

(10)
2 1 2 3 2 1 3 2 3 3

2 2 3 1 3 3 2 3 3 1 2 2

11: ( ) { ( ) ( ) ( )
3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

11 ( ) { ( ) ( ) ( )
3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

  

     

  

     


  


  

   


 

s

s

n q q q q q q

q q q q q q

n q q q q q q

q q q q q q

§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 ２０）
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五、 全同粒子体系的自旋函数

      在不考虑粒子自旋和轨道相互作用的情况下，体
系的波函数可写成坐标函数和自旋函数的乘积。

),,,(),,,(),,,( 212121 NNN sssrrrqqq   

      若粒子是玻色子，则    为对称波函数，这时    
和    均为对称或均为反对称的。

 


  若粒子为费米子，则   为反对称波函数，这时
如果  为对称的，那么  为反对称的。如果  为
反对称的，那么  为对称的。


 



§7.7  全同粒子体系的波函数　泡利原理（续 ２１）
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§7.8  两个电子的自旋函数

中性氦原子、氢分子都是两电子体系，研
究氦原子或氢分子的状态，就涉及到两个
电子的全同粒子体系。

2
,

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0

ˆ ˆ, 0

S S i S S S

S S

   

 

       
   



 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 x x y y z zS S S S S S S S S    

电子体系的
自旋角动量 1 2

ˆ ˆ ˆ 
  
S S S

1 2

1 2

1 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

  


 


 

x x x

y y y

z z z

S S S

S S S

S S S
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 在不考虑两电子自旋相互作用时，两电子体
系的自旋函数可写成单电子自旋函数的乘积，

由此可以构造两电子体系的四个自旋函数 

（三个对称函数   和一个反对称    )s A

§7.8  两个电子的自旋函数　（续１）

单电子的自旋状态   1 2   1/2  

)()()( 2121 21 zzzz SSSs    1 2
1( , )
2

  
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(1)
1 1 1 2
2 2

(2)
1 1 1 2
2 2

(3)
1 1 1 2 1 1 1 2
2 2 2 2

(4)
1 1 1 2 1 1 1 2
2 2 2 2

( ) ( )

( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 ( ) ( ) ( ) ( )
4

  

  

    

    

 

 

 

 

 


 
  

 
  
   
  

S z z

S z z

S z z z z

A z z z z

S S

S S

S S S S

S S S S

§7.8  两个电子的自旋函数　（续２）

 这四个自旋函数是       的共同本征函数，满足
本征方程：

2
zS Sˆ ˆ和
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2 (1) 2 (1)

2 (2 ) 2 (2 )

2 (2 ) (3 )

2

ˆ 2
ˆ 2
ˆ 2
ˆ 0

S S

S S

S S

A

S

S

S

S

 

 

 



 






 







(1 ) (1 )

( 2 ) ( 2 )

( 3 )

ˆ

ˆ

ˆ 0
ˆ 0

 

 





 


 










z S S

z S S

z S

z A

S

S

S

S

      的本征值：2Ŝ

   2 21 0,1  S s s s

      的本征值：ˆ
zS

 z sS m  0, 1 sm
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222
2

2
1 4

3)1
2
1(

2
1   SS

对于单电子

1 2
1
2z zS S   

1 1 1
2 2

1 1 1
2 2

0 1 1 0ˆ
1 0 0 12 2 2
0 1 0 1ˆ
1 0 1 02 2 2

x

x

S

S

 

 





     
       

     


                

  

  

§7.8  两个电子的自旋函数　（续３）

Prove：
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1 1 1
2 2

1 1 1
2 2

0 1 0ˆ
0 0 12 2 2

0 0 1ˆ
0 1 02 2 2

y

y

i i iS
i

i i iS
i

 

 





    
      

    
    

      
    

  

  

1 1 1
2 2

1 1 1
2 2

ˆ
2

ˆ
2

z

z

S

S

 

 
 

 

  





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§7.8  两个电子的自旋函数　（续５）

2 (1) 2 (1) 2 (1)
1 2 1 1 1 2 1 2

2 2

1 1 2 1 1 1 2 1
2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 [ ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ]

    

   

  

 

S S S x z x z

y y z z

S S S S S S S

S S S S

2 (1) 2 (1)
1 1 1 2
2 2
2

(1)
1 1 1 2
2 2

3 3 2 [ ( ) ( )
4 4 2 2

( ) ( ) ]
2 2 4

   

  

 

 

   

  

  

  

S S z z

z z S

S S

i iS S

两电子体系
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§7.8  两个电子的自旋函数　（续６）

2 1 2 1
S SS 2  ( ) ( )ˆ即

2 2 2 2
S S

2 2 3
S S

2
A

S 2

S 2

S 0

 

 



 
 
 





( ) ( )

( ) ( )

ˆ

ˆ

ˆ
同理可证

2
2 (1) (1)

1 1 1 2 1 1 1 2
2 2 2 2

3 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2S z z z z SS S S S     

   

 
    

 



2 (1)2 s 
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§7.8  两个电子的自旋函数　（续７）

即 (1) (1)ˆ   z S SS
2 2

z S S

3
z S

z A

S

S 0

S 0

 





  
 
 

( ) ( )

( )

ˆ

ˆ

ˆ
同理可证

(1)
1 1 1 1 2 1 1 2 1 2

2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )     z S z z z z z zS S S S S S S又

(1) (1) (1)

2 2S S S    
  
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量子数 自旋函数 自旋取向

以Z轴为标准

两电子的自旋z分量都沿z的
正向，平行

两电子的自旋z分量反平行，
但在垂直于z轴方向分量平
行

两电子的自旋z分量平行，
但沿z的负向

两电子自旋反平行，各分量
均为0

1 2, , , ss s s m

1,1,
2
1,

2
1

0,1,
2
1,

2
1

1,1,
2
1,

2
1



0,0,
2
1,

2
1

),( 21 zz SS
(1)
S

(3)
S

(2)
S

A

图象说明
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)1(
S

)2(
S

)3(
S

A

对称波函数

自旋平行三
重态

S2三重简并

反对称波函数

自旋反平行独
态

S2无简并
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自旋三重态、单态和纠缠态

形象地记: 1 2   1/2  

不考虑两电子间的相互作用，   和     的共同本征函数1
ˆ
zS 2

ˆ
zS

)()()( 2121 21 zzzz SSSs   

可形象地表示为

1 2 1 2 1 2 1 2
       

§7.8  两个电子的自旋函数　（续１０）
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两电子体系自旋平行三重态

(1) ( 2 )

1 2 1 2

(3)

1 2 1 2

1
2

 



     

       

S S

S

两电子体系自旋自旋反平行独态

1 2 1 2

1
2A        

由两个粒子组成的复合体系的量子态，如果
能表示为每个粒子的量子态的乘积，则称为
可分离态（separable state)；反之，称为纠
缠态(entangled state)

§7.8  两个电子的自旋函数　（续１１）
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   自旋为    的二粒子体系的4个归一化的纠缠
态可如下构成

2

1 2 1 2

(3)

1 2 1 2

(1) (2)

1 2 1 2

(1) (2)

1 2 1 2

1
2
1
2

1 1
2 2

1 1
2 2

A

S

S S

S S





 

 

       

       

           

           

可以证明，这四个纠缠态构成二体算符                       
的共同本征态，称为Bell基。

 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ,z z x xS S S S
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                表：Bell基 

   

   

   

   

1 2ˆ ˆz z 1 2ˆ ˆx x Bell   基 

12 1 2 1 2

1
2

         

12 1 2 1 2

1
2

         

12 1 2 1 2

1
2

         

12 1 2 1 2

1
2

         

-1 -1

-1

-1+1

+1

+1 +1
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作 业

周世勋教材：7.2,  7.3,  7.4,  7.5,  7.6,  7.8

设氢原子处于

    状态中，求：
1.归一化波函数
2.能量有无确定值？如果没有，求其可能值和取这

些可能值的概率及能量的平均值；
3.角动量平方有无确定值？如果有，求其本征值；
4.角动量的z分量有无确定值？如果没有，求其可能

值和取这些可能值的概率及的平均值。
5.自旋角动量的z分量有无确定值？如果没有，求其

可能值和取这些可能值的概率及的平均值。

       210 311 310

0 1 11 1 1, , , , , , , ,
1 0 02 4 4

r r r r           
     

       
     
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