
��� ���� (Linear Vector Space)

§4.1 n �	
��

���������� n + 1 ��������	����
���
����


 n + 1 �������
�	
���������
���
�
���

�� 4.1 n�

�� (�����������) �

������
���


��

���� :(i) 
����� (ii) 
����� (iii) ����

(iv) ���� (v) ���� (vi) ����� (vii) 1 · a = a.

�� 4.2 
�
��
����

	
�������
�
��
�
��
�
���
�
��


���
����������

x1a1 + · · · + xnan = b.

�� a1, · · · ,an,b � m �����

������ ������

x = t1β1 + · · · + tn−rβn−r

.

!Æ"�� 〈a1, · · · ,am〉 := {
m∑

i=1
λiai| λi ∈ F}

#"� !��� b1, · · · ,bk ∈ 〈a1, · · · ,am〉, "
k∑

i=1
μibi ∈ 〈a1, · · · ,am〉.

�� 4.3 #$����#$$�

#$����%&!'�

n = 3, 〈a1〉 = {λ1a1| λ1 ∈ F} �(���%�
�
〈a1,a2〉 = {λ1a1 + λ2a2| λ1, λ2 ∈ F} �(�������
〈a1,a2,a3〉 = {λ1a1 + λ2a2 + λ3a3| λ1, λ2 ∈ F} �(��&�'�%&���

� 4.1 a1 =

⎛
⎜⎝

1

2

−3

⎞
⎟⎠ , a2 =

⎛
⎜⎝

5

−5

12

⎞
⎟⎠ , a3 =

⎛
⎜⎝

1

−3

6

⎞
⎟⎠ , b =

⎛
⎜⎝

2

−1

3

⎞
⎟⎠

1
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(� b ∈ 〈a1,a2,a3〉?

§4.2 �������� 

!')�
���
�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

l1 : = a11x1 + · · · + a1nxn − b1 = 0

l2 : = a21x1 + · · · + a2nxn − b2 = 0
...

lm : = am1x1 + · · · + amnxn − bm = 0

*) li +�,���
�
��� li =
∑
j �=i

λj lj, "-*�� li = 0, .��
�/

��

+� ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

l1 = 0

l2 = 0
...

lm

⇔

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

l1 = 0
...

li−1 = 0

li+1 = 0

lm = 0

�0, l1, l2, · · · , lm = 0 +
�1-��

� 4.2

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x + y + z = 1

2x + y + 5z = 2

x − 3y + 13z = 1

+.
�1-Æ

 � l1 = x + y + z − 1, l2 = 2x + y + 5z = −2, l3 = x − 3y + 13z − 1 = 0.

2 l3 = λ1l1 + λ2l2, "⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ1 + 2λ2 = 1

λ1 + λ2 = −3

λ1 + 5λ2 = 13

λ1 + 2λ2 = 1

⇒
{

λ1 = −7

λ2 = 4.

l3 = −7l1 + 4l2.

3�����������	���45/6

���
�1-��

2
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�� 4.4 2 a1, · · · ,am ∈ Fn. *) ∃i � λj ∈ F (j �= i) 7 ai =
∑
j �=i

λjaj, ",

a1, · · · ,am 
�1-�."�,89
�:-�

!"#$� 4.2 2 a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (2, 1, 5, 2), a3 = (1,−3, 13, 1). " a3 =

−7a1 + 4a2. 	� a1, a2, a3 
�1-�

3�

m∑
j=1

λjaj = 0, ;� λi = 1 ⇔
m∑

j=1

λjaj = 0, ;� λi �= 0

	�!

�% 4.1 2 a1, · · · ,am ∈ Fn, " a1, · · · ,am 
�1- ⇔ ∃ 0<���1

λ1, · · · , λm 7

m∑
i=1

λiai = 0.

� 4.3 (�� a1 = (1, 1, 1), a2 = (2, 1, 5), a3 = (1,−3, 13) +.
�1-Æ

&: a1,a2,a3 
�1- ⇔ λ1a1 + λ2a2 + λ3a3 = 0 !2� ⇔

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2 1 5

1 −3 13

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

	�� a1,a2,a3 
�1-�

'()*�+ :

(1) 3������

�1-�=4 0 ��
�1-�

(2) 5�1- ⇒ &>1-�

(3) &>:- ⇒ 5�:-�

� 4.4 2 a1, a2, a3 ∈ R3. "

a1 � a2 
�1- ⇔ a1 = λa2 6 a2 = μa1, � a1//a2

a1 � a2 
�:- ⇔ a1 ∦ a2

a1, a2, a3
�1- ⇔������+?@��
�
��072 a3 = λ1a1+λ2a2

⇔ a1, a2, a3 8��

a1, a2, a3 
�:- ⇔ a1, a2, a3 08��

�% 4.2 a1 · · · am 
�1- ⇔ ;� ai +8A�����
�
��

3
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�% 4.3 a1, · · · ,am 
�1- ⇔ λ1a1 + · · · + λmam = 0 !2� �

(1) m > n, a1, · · · ,am 
�1-�

(2) m = n, det(a1, · · · ,am) = 0.

(3) m < n ⇔ rank (a1, · · · ,am) < m ⇔ (a1, · · · ,am) �B! m 9�����

Æ�CD!

a1 · · · am ∈ Fn, a1 · · · am 
�1- ⇔ ;� ai +�8���
�
� ⇔ ;�

ai +8A�������
� ⇔ 
���
 λ1a1 + · · · + λmam = 0 !2� ⇔
rank (a1 · · · an) < m.

����:;
�:-%<�

� 4.5 �EF��

= a,b, c ∈ R3 8� ⇔ det(a,b, c) = 0.

> e1, e2, · · · , en 
�:-�

? a1 = (1, 0, · · · , 0), a2 = (1, 1, · · ·), · · · , an = (1, · · · , 1) 
�:-�
@2 a1,a2,a3 
�:- ⇒ a1 + a2, a2 + a3, a3 + a1 
�:-�

A a1 = (3, 4,−2, 5), a2 = (2,−5, 0,−3), a3 = (5, 0,−1, 2), a4 = (3, 3,−3, 5) +.
�

1-Æ

 λ1a1 + λ2a2 + λ3a3 + λ4a4 = 0,⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

3 2 5 3

4 −5 0 3

−2 0 −1 −3

5 −3 2 5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ →

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 2

1 0 1

1 −1

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

: (λ1, λ2, λ3, λ4) = (2, 1,−1, 1), � 2a1 + a2 − a3 − a4 = 0. 	�� a1,a2,a3,a4 
�

1-�

� 4.6 a1,a2 ∈ R3. 2 b1,b2 + a1,a2 G R2 HIJ�" b1,b2 
�:- ⇒ a1,a2


�:-�B,0K�

�% 4.4 a1 =

⎛
⎜⎝

a11
...

ar1

⎞
⎟⎠ , a2 =

⎛
⎜⎝

a12
...

ar2

⎞
⎟⎠ , · · · , am =

⎛
⎜⎝

a1m
...

arm

⎞
⎟⎠

�
C��
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b1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11
...

ar1
...

an1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, b2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a22
...

ar2
...

an2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, · · · , bm =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1m
...

arm
...

anm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

" a1 · · · am 
�:- ⇒ b1 · · ·bn :-

b1 · · ·bm 
�1- ⇒ a1 · · · am 1-

D)DL9EE
�1-�#$����-M�L9FN

〈a1, · · · ,an〉 : = {
m∑

i=1
λiai

∣∣∣ λi ∈ F}.

OG R3 �!Æ�

〈a1〉 = {λ1a1| λ1 ∈ R} =

{
0 a1 = 0

G.H�
 a1 �= 0.

〈a1,a2〉 = {λ1a1 + λ2a2| λ1, λ2 ∈ R} =

{
a1//a2 �


a1 ∦ a2 G a1,a2 ��.

〈a1,a2,a3〉 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

a1//a2//a3 �


a1 ∦ a2, a3 P� a1,a2 BI/���, a1 � a2 ��

a1, a2, a3 08� R3

-./��012�+:

b1, · · · ,bl ∈ 〈a1, · · · ,am〉, "
l∑

j=1
μibj ∈ 〈a1, · · · ,am〉.

�� 4.5 V ⊂ Fn �2���"��8Q3

R a1, . . . ,al ∈ V , λ1, . . . , λl ∈ F , "
l∑

i=1
λiai ∈ V ,

", V � Fn �������

SK 〈a1, · · · ,am〉� Fn �����,� a1, · · · ,am #$���� (Subspace spanned

by a1 · · · am).

R3 G.H��
6���
����

�� 〈a1 · · · am〉 � “JT”, � m U!KK-M�� a1 · · · am 1-�!-�

5
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R a1 · · · am 
�1-�2

ai =
∑
j �=i

λjaj ⇒ 〈a1 · · · am〉 = 〈a1 · · · ai−1,ai+1 · · · an〉

B,�VK��R 〈a1 · · · am〉 = 〈a1 · · · ai−1, ai+1 · · · am〉, " a1, · · · ,am 
�1-�

1�L� a1, · · · ,am 
�:- ⇔ ∀i, 〈a1 · · · am〉 �= 〈a1 · · · ai−1,ai+1 · · · am〉

�'�������L9!

a1,a2 
�1- ⇔ a1//a2 ⇔ dim〈a1,a2〉 < 2

a1,a2 
�:- ⇔ a1 ∦ a2 ⇔ dim〈a1,a2〉 = 2

a1,a2,a3 
�1- ⇔ a1,a2,a3 8� ⇔ dim〈a1,a2,a3〉 < 3

a1,a2,a3 
�1- ⇔ a1,a2,a3 08� ⇔ dim〈a1,a2,a3〉 = 3

§4.3 45� 
�6

M/��
 a1, · · · ,am, *)89
�1-�2 ai ��W�8���
�
��

��"!

〈a1 · · · am〉 = 〈a1 · · · ai−1, ai+1 · · · am〉
�-* ai �X)��#$���0�N45L�*) a1 · · · ai−1, ai+1 · · · am 
�

1-�"��O�P-*������QX)��#$����0�NY�G���

��OZ)-��7X)���

�:-N�(L!�

〈a1, · · · ,am〉 = 〈ai1 , · · · air〉.
Y[ ai1, · · · air 
�:-N ai1 , · · · air ,� a1, · · · ,am ��
RJ:-
N

�� 4.6 (89:;<) 2 a1 · · · am ∈ Fn. R ai1, · · · ,air 
�:-�\]
���

8�� air+1 S ai1 , · · · ,air ,air+1 
�1-�", ai1, · · · ,air � a1, · · · ,am �RJ:-


�6^_�*) 〈a1, · · · ,am〉 = 〈ai1 , · · · ,air〉 \ ai1, · · · ,air 
�:-�", ai1, · · · ,air

� a1, · · · ,am �RJ:-
�

45L���/6��
�RJ:-
N2��
 l1 = 0, · · · , lm = 0 �RJ:-


� li1 = 0, · · · , lir = 0. " li1 = 0, · · · , lir = 0 +� l1 = 0, · · · , lm = 0 
+�\
�:-

���
T0`a-*]&����UN

6
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�� 4.7 (=>?@<) 2��
 a1, · · · ,am ���
 b1, · · · ,bl #$1b���

���

〈a1, · · · ,am〉 = 〈b1, · · · ,bl〉

", a1, · · · ,am � b1, · · · ,bl 
+�

SK� a1, · · · ,am � b1, · · · ,bl 
+�V\WV a1, · · · ,am ��W b1, · · · ,bl 
�

���\ b1, · · · ,bl ��W a1, · · · ,am 
���N

� 4.7 c a1 = (2,−1, 3, 1), a2 = (4,−2, 5, 4), a3 = (2,−1, 4,−1) �RJ:-
N

& �3� 3a1 = a2 + a3 �\ a1, a2, a3 �]@�
�:-�X��]&@��R

J:-
�

*&cRJ:-
Æ

�% 4.5 Y2 a1, · · · ,am ∈ Fn Z�M��	
���� b1, · · · ,bm ∈ Fn, "

a1, · · · ,am 
�1- ⇔ b1 · · ·bm 
�1-�	�� λ1a1 + · · · + λmam = 0 !2� 

⇔ λ1b1+· · ·+λmbm = 0!2� �ai1 , · · · ,air � a1 · · · am�RJ:-
 ⇔ bi1 , · · · ,bir

� b1, · · · ,bm �RJ:-
�

[\Hd/e�fc�
�� a1, · · · ,am �RJ:-
�Agf�8�	
��

:;�
]^_���
��RJ:-
`hic N

� 4.8 a1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−1

5

3

−2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , a2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

4

1

−2

9

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , a3 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2

0

−1

4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , a4 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

3

4

−5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠,

c8�RJ:-
�

a1 a2 a3 a4 b1 b2 b3 b4⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−1 4 2 0

5 1 0 3

3 −2 −1 4

−2 9 4 −5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ →

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−1 4 2 0

0 1 0 −5

0 1 0 −5

0 0 5 4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

iB� {a1,a2,a3}, {a1,a2,a4} �4�RJ:-
�

7
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/2 ai1 , · · · ,air a aj1 , · · · ,ajs �4� a1, · · · ,am �@�RJ:-
�(+.!

r = s? Fb+c/�NL9!)d/eN

�% 4.6 @�
+��
 {a1, · · · ,ar} a {b1, · · · ,bs} d�4
�:-�" r = s.

�� 4.8 a1 · · · am�RJ:-
$j��
 (k�),���
�C�e� rank (a1 · · · am).

)��l+SK�N

1. a1, · · · ,am 
�:- ⇔ rank (a1, · · · ,am) = m.

2. a1, · · · ,a1 
�1- ⇔ ramk (a1, · · · ,am) < m.

3. {b1, · · · ,bs} ��W {a1, · · · ,ar} 
��� ⇒ r(b1, · · · ,bs) ≤ r(a1, · · · ,ar)

4. {b1, · · · ,bs} � {a1, · · · ,ar} 
+ ⇒ r(b1, · · · ,bs) = r(a1, · · · ,ar)

5. {b1, · · · ,bs} ��W {a1, · · · ,ar} 
����\ b1, · · · ,bs 
�:- ⇒ s ≤ r.

6. ��! %<�b ∈ 〈a1, · · · ,am〉 ⇔ 〈a1, · · · ,am〉 = 〈a1, · · · ,am,b〉 ⇔ r(a1, · · · ,am) =

r(a1, · · · ,am,b).

��
�C�fmC�-M�

2 A = (aij)m×n =

⎛
⎜⎝

a1
...

am

⎞
⎟⎠ = (b1 · · ·bn)

" r(a1 · · · am)(ZC) = r(b1 · · ·bn)(�C) = r(A).

�% 4.7 fm�ZC
��n
�fm�C�

#/e�D��)op�

1◦ 	
Z��0g�fm��C�

2◦ 	
Z��0g�fm�ZC�

3◦ 	
Z��0g�fm�C�

DE 4.1 A �q ⇔ det(A) �= 0 ⇔ r(A) = n ⇔ A �Z��
�:-�

⇔ A ����+
�:-�

8
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DE 4.2 r(A) = r ⇒ A �0
��� r 9
�BGZh$ A �Z���RJ

:-
�

§4.4 /��0)��	

)�!'�����h�

G R2 ��2 a1,a2 08
�" ∀a ∈ R2, a��k�L��$ λ1a1 +λ2a2. , a1,a2

� R2 ��
i� (λ1, λ2) ,� a �Fj�

45L�G R3 �2 a1,a2,a3 08��" ∀a ∈ R3, a ��k�L��$ λ1a1 +

λ2a2 + λ3a3. , a1,a2,a3 � R3 ��
i� (λ1, λ2, λ3) ,� a �Fj�

�� 4.9 V ⊂ Fn +���� V ��
�� {a1, · · · ,ar} ,� V ��
i�*)

8`Q3� (1) ∀α ∈ V, α �k���$ a1, · · · ,ar �
�
�� (2) a1, · · · ,ar 
�:

-�

i� V �RJ:-
k

�% 4.8 Fn �]�2����d!�
i�

3�]@
i
+�lQ�
1
�,i$j��
� �	.

�� 4.10 V ⊂ Fn �����/6 dimV = rank (V ).

�% 4.9 V ⊂ Fn � r �����" V �]r r + 1 ���
�1-�

�% 4.10 V � r �����" V �]r r �
�:-����
i�

�% 4.11 U � V � Fn ����� U ⊆ V , " dim U ≤ dim V .

�% 4.12 U � V � Fn ����\ U ⊆ V , R dim U = dim V , " U = V .

� 4.9 G R3 �� V = {(x1, x2, x3)| x1 + x2 + x3 = 0}, c V �i��
�

� 4.10 V ⊂ Fn. Gs� V �]�
�:-
�tm� V �i�

HIJK:

1. A ∈ Fm×n. 2 A �;� r ���2��Gs�#��BG�Z���BG��
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�n
�:-�

2. Gs� r(a1 + b1 · · · an + bm) ≤ r(a1, · · · ,am) + r(b1, · · · ,bm).

3. c��
 a1 = (−1, 2, 2, 3), a2 = (1, 3, 8, 7), a3 = (2,−1, 2, 4), a4 = (3, 0, 6, 3) �C

�RJ:-��
�

4. 2���
 a1, · · · ,as(s ≥ 2) 
�:- ⇔ �� ai ��WA����
�
��

��

§4.5 ��LM&N��0OP

§4.5.1 QR��LM&N�0OP

2 A ∈ Fm×n, e V = {x ∈ Fn| Ax = 0}.

1. V + Fn ���� —  ���

2. V �i a1, . . . ,as ,�
���
 Ax = 0 �io M�]� x �����

x =
s∑

i=1
λiai— � �

3. dim V = n − r(A).

§4.5.2 SQR��LM
&N0'TOP

2 A ∈ Fm×n � b ∈ Fm(2�), e W = {x ∈ Fn| Ax = b}, V = {x ∈ Fn| Ax = 0}
W 0+���k8p!���

1. α, β ∈ W ⇒ α − β ∈ V .

2. α ∈ W, γ ∈ V ⇒ α + γ ∈ W .

�% 4.13 W = {γ0 + η| η ∈ V } = γ0 + V. γ0 + Ax = b ���= �

§4.6 UV����

q

����;�8��N

1◦ ��
$����
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2◦ ru��� Pn.

3◦ 'sru��� Cn.

4◦ fm<> Fm×n.

�� 4.11 (
����6) "� V �= φ, 
v F . @W��� 1◦ 
� V × V → V ;

2◦ 
� F × V → V . tf 8 %��uek", V � F H�
����

XH_s�=@W���/6� >�&f 8 %ue�

l*)wx_s�&f 8 %ue� λ1a1 + · · · + λnan = 0 !2� ⇔ ai =

−λ1

λi
a1 − · · · − λn

λi
an.

�+:

(1) ���k�� 01 + 02 = 01 = 02 + 01 = 02.

(2) ���k��

(3) 0a = θ : (−1)a = −a; λ0 = 0.

(4) λa = 0 ⇔ λ = 0 6 a = 0.

� 4.11 
���pF�

(1) V = Fn. F . �1���
��
��

(2) V = {a1x1 + · · · + anxn| ai ∈ F}..
(3) V = Pn..

(4) V = Fm×n.

(5) V = C, F = R.

(6) V = R+, F = R. α ⊕ β = αβ, λ ◦ α = αλ.

(7) V = C[a, b]. F = R.



���1-el�
�1-�:-�RJ:-
�C�����i��



d����;�(
���N

Yr0b4� R3 �!%&�Cv�ws
� Fn y��/6�x�(
����

U!��Cv���
yz�

§4.7 ����0ZP

e V = {n $������<> }. ���z�1�
��
� V h$��
�

������
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l = a1x1 + · · · + anxn = 0 ∈ V, !k� (a1, · · · , an) ∈ Fn �,���3�{{ V �

Fn ��������|\ l1, · · · , lm 
�1- ↔ b1, · · · ,bm 
�1-��� bi � li �

�N, V � Fn bh ([ V � Fn 0OP\����]^_`a�Z0k).

2 V � n �
���� a1, · · · ,an � V �iN�]& x = x1a1 + · · · + xnan,

!k�TFjU X := (x1, · · · , xn) ∈ Fn �,��N|\#��}~
�-M0��

σ : V → Fn, σ(x) = X. σ(x + y) = σ(x) + σ(y), σ(λx) = λσ(x).

�� 4.12 V1, V2 +
v F H@�
����*)�G|} σ : V1 → V2 Q3�

(1) σ(x + y) = σ(x) + σ(y), x, y ∈ V1;

(2) σ(λx) = λσ(x), λ ∈ F, x ∈ V1.

",
��� V1 � V2 bh (isomorphic), e� V1 ∼ V2. σ ,�bh|} (isomor-

phism). V V1 = V2 0�, σ �bbh (automorphic).

SK� dimV = n ⇒ V ∼ Fn.

�% 4.14 σ : V1 → V2 +bh|}�"

(1) σ(01) = 02.

(2) σ(−α) = −σ(α).

(3) σ(
∑

λiai) =
∑

λiσ(a2).

(4) S 
�:- (1-) ⇔ σ(s) 
�:- (1-).

(5) B + V1 �i ⇔ σ(B) + V2 �i�

(6) U + V1 ���� ⇔ σ(U) + V2 �����

(7) dimV1 = dim V2.

�% 4.15 
v F H
��� V1 � V2 bh ⇔ dim V1 = dim V2.

� 4.12 V +
v F H
����α1 , · · · , αn ∈ V 
�:-�~ βi =
n∑

j=1
aijαj , i =

1, 2, · · · ,m, aij ∈ F . Gs�

dim〈β1, · · · , βm〉 = rank(A).

c �Dz/60i�fc β1, · · · , βm �RJ:-
�

OY2 V = Fn. 3�B%<�

(β1, · · · , βm) = (α1, · · · , αn)A, A = (aij)m×n.
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3��0 α1, · · · , αn � V �i� (α1, · · · , αn) ��q�m�lQ dim〈β1, · · · , βm〉 =

rank(β1, · · · , βm) = rank(A).

���(�� V , !Æbh|}� σ : W := 〈α1, . . . , αn〉 ↔ Fn, σ(αi) = ei. 2

A = (A1, · · · , Am). " σ(βi) = Ai, i = 1, 2, . . . , n. �+

dim〈β1, · · · , βm〉 = dim〈σ(β1), · · · , σ(βm)〉 = dim〈A1, · · · , Am〉 = rank(A).

HIJK:

1. V = R. F = Q. =Gs� V z�1
��
�h$
���� > 1,
√

2,
√

3 
�

:-�

2. V = {1, cos x, cos2 x, cos3 x}. =Gs 1, cos x, cos 2x, cos 3x � V �i� >c −3 +

2 cos2 x + cos3 x G#i)�Fj�

3. Gs� R � R+ bh��� R+ �
��
�/6*)� α ⊕ β = αβ, λα = αλ.

4. Gs� (1− x)3, 3(1− x)x2, 3(1− x)2, (1− x)3 � P3 �i�|c 1 + 2x + 3x2 − x3 G

#i)�Fj�

§4.8 /��0��

1. c�

2 W1,W2 + V �����c W1 ∩ W2.

(1) W1 ∩ W2 ������

(2) c W1 ∩ W2 �i�

(3) c W1 ∩ W2 ��
�

2. ca

2 W1,W2 + V �����/6 W1 � W2 �a W1 + W2 = {α1 + α2|α1 ∈ W1, α2 ∈
W2}.

(1) W1 + W2 �����

(2) c W1 + W2 �i�

(3) c W1 + W2 ��
�

�% 4.16(�
u�) 2 W1,W2 + V �����" dim(W1 + W2) = dimW1 +

dimW2 − dim(W1 ∩ W2).

2 W1,W2 + V �����*) W1 ∩ W2 = 0, ", W1 + W2 ��a�
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�% 4.17 2 W1,W2 + V �����" W1 + W2 ��a ⇔ ∀α ∈ W1 + W2, α �k

�L��� α = α1 + α2, �� α1 ∈ W1 and α2 ∈ W2 ⇔ dim(W1 + W2) = dimW1 + dimW2

⇔ W1 � W2 �i�CDh$ W1 + W2 ��
iN
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