
第二章麦克斯威—玻尔兹曼统计
（Maxwell—Boltzmann Statistics）

统计物理不追求个别粒子的运动细节，而是研究集体
行为表现的规律——统计规律。

主要内容是在给定条件下，某时刻系统处于某一状态
的概率（或概率分布）。

状态概率描述了大量系统的随机性。此时某个粒子的
初始状态和以后运动轨迹为不重要的细节，动力学规
律退为次重地位，而状态概率决定系统的主要性质。
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经典的系统：
所有粒子遵从力学规律，粒子是可分辨的（定域

子）。若求出大量子数系统的几率分布（几率密度） ，
则可通过求平均值来求其他的物理量。
某事件出现在某范围的次数
据归一化要求有： ，

由于归一化条件，几率分布加上一个常数不改变状态空间
的分布情况。
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如果已知一个粒子在相空间中的分布函数 ，则对全部相空
间积分后显然有 。对几率分布或概率分布来说，重要
的是相对概率分布。

比如在量子力学中，在空间点 与点 的相对概率，波函数为
情况下是 与波函数为 情况下的相对概

率完全相同，即 与 所描述的概率波是完全一样的。所
以波函数有一个常数因子的不定性，在这一点上波函数与经典
波（声波、水波、弹性波等）有本质上的差别，经典波的波幅
若增加一倍，则相应的波动的能量将为原来的4倍，因此代表
了完全不同的波动状态，这一点是概率波与经典波的原则性区
别。

概率波归一化概念，而经典波则根本谈不上什么“归一化”。
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本章的任务是：求 ρ ，求平均。

对象：孤立，近独立的经典粒子系统
近独立系统：若系统粒子密度较低，相互作用力的作用距
离短，以致力程远小于粒子的平均自由程，则粒子在行进
过程中大部分时间处于自由态，任何时刻系统中只有极小
部分粒子处于力程以内，故相互作用仅占次要地位。
近独立系统粒子的能量仅与粒子的本身状态有关，与其它
粒子的运动状态无关。即不考虑相互作用能，系统的能量
为各个粒子的能量总和。
即： ， 是指一个能级上的粒子数。
因为是孤立系统，具有确定的粒子数N、体积V、总能
U。

则有 约束条件。
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§2.1等几原理与M—B分布
（Pinciple of Equal Probability and Maxwell-Boltzmann Distribution）
一、等几原理：
自然界没有绝对孤立的系统，体系的能量只能在某个固定的

值U附近的一个小领域内，即人从U到 之间，其中
当这些条件给定时，系统所能取的微观状态数是十分巨
大的。这些系统的可能微观状态数以什么样的几率出
现，这是统计物理的根本问题，1870年玻尔兹曼给出了
回答：即等几原理。

等几原理：对于处于平衡态的孤立系统，系统各个可能的微
观状态出现的几率相等。

这是统计物理的一个基本假设，不可能从经典力学或量子力
学中推导出来的，它的正确性是由它引出的推论与实际
情况的比较来证实的。实验证明，由这一原理推出的一
系列平衡态统计物理理论与实际情况符合得很好。有理
由相信这一原理的正确性。

它也是以后推导M—B分布的基础。
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二、推导M—B分布
概念：宏观态、分布、微观态、定域子、非定域子
举例：宏观、分布、微观态
宏观态：N=4，E=3单位（宏观）

分布：对孤立系统如果用
表示单粒子的能级， 表示
相应能级的简并度，用 来标
记能级 上的粒子数，这样一
组称为一个粒子在不同能级上
的分布，简称分布。可用
表示系统的一个分布，它要满
足两个约束条件：
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微观态：每一个具体的分布则称为微观态。
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2．M-B分布：

（1）一种分布对应的微观状态数

分布 共N个粒子，零能级下的相体积为 ，简并度

（表示同一能级下的量子态数），粒子数为 。
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分析一个能级 ，其具有 个简并量子态，可能具有的

··…··· （ 个粒子，放入

注意：一个粒子设为“无体积”的“质点”，一个“盒子”有粒

子占据时，不排斥其它粒子进入（M－B与B－E都是不排
斥，但F－D则不行，是要排斥的）

考虑粒子是相互独立的，则有：

粒子分布形式。

个盒子中的可能组合）
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任一能级的微观状数为： ，则总共有：

是可分辨的，这个值还不是我们所想求的一种分布所对应
的总微观状态数

出系统不同的量子态。因而总的 应为：

，但由于粒子

。因为粒子可分辨，交换两个粒子就给
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另一种考虑方式为：如果将N个粒子进行任意的交换，相当于
对它们进行全排列，有N！种排列方式，但必须扣除在同一能

级上各个粒子之间的交换数目即： !l
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，所以对定域系统一个

，系统所具有的微观态数目

一种分布 对应的微观态数

（与几率有关，但不满足 ， 本身是一个很大的数。）

给定的分布

~ 称为热力学几率。
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（2）最可几分布：
根据玻尔兹曼的等几原理，所有微观态的出现几率是相等的。
从能级的分布

分布出现的几率也最大，因为它对应于最多的微观代表态。
当然，这个极值是在一定约束条件下的极值。具体的说，当
体系具有固定的粒子数、能量，即当 满足

时，使得系统微观态数目取极大值的分布

称为系统的最可几分布。

来说，能够使微观态数目取最大值的那一组

（即这个分布出现的几率最大）
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下面具体求一下最可几分布：

因为取极大值，所以 0=Ωδ
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，这在数学上等同

（注：考虑到 中有阶乘，所以采用 简化）

应用stirling公式： 。

上式是个多项式，未考虑约束，是非完全独立的。
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考虑拉格朗日不定乘子法：
由于系统微观态数目取极大值， la 0=∑ laδα 0=∑ ll aδεβ
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满足 ，

，则：

此即M—B分布，

意义：最可几分布时在能量为 能级上的粒子数。

）

~  能级一个量子态上的平均粒子数。

~  能级一个量子态上粒子出现的几率。

为待定系数，不定乘子。

（此能级的简并度为

若是在连续问题中则为分布函数。
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（3）配分函数（Partition Function）Z  

~ 配分函数（Partition Function）

若从

，

配分函数Z是统计物理中最重要的量之一。

从分立 连续，

，两种写法一样，但求和范围不同。
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2. 最可几分布==平衡时的分布？
当N=4，E=3单位来说：
分布有三种类型：
I：

三、几点说明：
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仅是极大值的必要条件，还需要证明

（注意：变量是 不是 ）
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4,4,12 =Ω=ΩP PΩ以 代替全部所有可能的分布，显然不准确。

但当N~       时， 相差极大，可用 代替全部分
布。

2310 ΩΩ 与P PΩ

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



PΩ

Ω
ΔΩ+Ω=Ω P

22 )(
2
1ln|ln

2
1|lnlnln

l

l

l
lPP a

a
a

PP

δ
δδ ∑−Ω=+Ω+Ω+Ω=Ω ΩΩ L

510~ −

l

l

a
aδ

)10~(10~10
2
1ln 231310 NN

P

−⋅−=
Ω
Ω −

0
1310

2
1

→Ω=Ω
− X

Pe
l

l

a
aδ Ω

例： 代表最可几分布对应的微观态数。

代表与最可几分布有些微偏离分布的微观态数。

设 仅偏离十万分之一

， 越大，则

这说明最可几分布的微观状态数非常接近于全部可能的微观
状态数。根据等几原理，处在平衡态下的孤立系统，每一个
可能的微观状态出现的概率相同。如果忽略其他分布而认为
在平衡态下粒子实质上处于最可几分布，由其所引起的误差
应当可以忽略。

越小。
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3．Stirling公式有一定近似范围（要求 )1>>la
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实际上往往并不满足，这是推导过程中的一个严重缺
点，但它的结果是正确的，与以后用别法的结果相同。

参考P475页几个常用积分：

(2) 

(3) 

(4)

，这个条件

四、举例： 已知 ，求解实际问题。

(1)
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例：粒子在三维体积V内自由运动，求温度为T时粒子的平
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是很重要的，计算的时候要细心些。

从以上三种计算方法中可以看出，在计算中 ε 表达式的取法
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、

一般来说，粒了的能量是外参量的函数，如：（参考P224
页）
三维的自由粒子，设粒子处在边长为L的立方容器内，粒子
三个动量分量

εNU = ∫ −= rh
de

Z
τεε εβ1

∫ −= rh
deZ τεβ

xP yP zP

§2.2 热力学量的统计表示
（Statistical Expression of Thermodynamic Quantities）

热力学量指：U、Y（广义力）、S
一、U的统计表式

、 的可能值为
LL

h 2,1,0,2
±±== xxx nn

L
P π

LL
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±±== yyy nn
L

P π

LL
h 2,1,0,2

±±== zzz nn
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P π

， ， 表征三维自由粒子运动状态的量子数，三维自由
粒子能量的可能值为

xn yn zn
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即：求出Z ⇒ U

二、态方程、广义力的统计表式
在热力学中有 如果过程是准静态的 ，
Y为广义力，dy为广义位移，外参量（与外界有关）的改变
量，Y是与外参量y相应的外界对系统的广义作用力。如：
对P、V、T系统， ， ，当系统在准静态过程中
有体积变化dV时外界对系统所作的功为

WdQddU += YdyWd =

PY −= PdVdW −=

PdV−
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因为粒了的能量是外参量的函数，由于外参量的改变，粒子
的能量也就会产生相应的变量，外界施于处于能级
粒子的力为 ，因此，外界对系统的广义作用力为：

，

的一个
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与过程有关，虽然是个无穷小量，但不是全微分。
数学上的全微分要求是

设有微分式

三、热力学基本方程和熵、自由能的统计表式：
Q是一个宏观量，但很难找到一个对应的微观量
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如果其中的X、Y满足条件：

则称 是某一函数

的全微分。

的微分式称为完整微分

称为完整微分条件。

满足
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对于完整微分，有以下结论：
（1）积分

即积分只取决于积分的两个端点，与连结A、B两点的积
分路径无关。

（2）沿封闭路径的线积分为0：
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数学上可以证明，如果只有两个独立变数，微分式必有积分
因子，但有三个或三个以上的独立变数时，微分式不一定有
积分因子。

如果
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如果 不满足完整微分条件，但存在函数

，使得 满足完整微分

，则

是一个完整微分， 称作微分式

是微分式 的积分因子，使 ，则

也必是 的积分因子，其中

因为 ，其中

即当微分式有一个积分因子时，它就有无穷多个积分因子。任
意两个积分因子之比是s的函数（ds是用积分因子乘微分式后
所得的完整积分）。

条件，即

的积分因子。

是s的任意函数

。
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在热力学中已知 是个全微分。现从统计的

出发，寻找一个积分因子。

然后再与热力学的相关式子比较。

试一下：
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比较后说明 也是 的积分因子，令

则有：

为一常数，可取为0，则

对自由能则有：
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（热力学基本方程： ）

在计算中可以先算出Z（ 的函数），再求出F（是以T、

后有S：

V为自变量的特征函数），则通过
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四、玻尔兹曼关系式

从

有：

因为

与 比较后有

，此即玻尔兹曼公式
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公式的意义：

（2）给普朗克绝对熵以有力的支持。

，当 时，粒子往低能级排列若

若简并度不为1，则为有限数。（ ，

（1）微观到宏观的桥梁。 S是以U、V、N为自变量的特性
函数，是混乱度的量度。

）
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§2.3理想气体的热力学函数
Thermodynamic Function of Ideal Gas

常用的两种办法：
（1）从Z U、P、S  
（2）从Z F 其他宏观量

一、单原子分子理想气体的热力学函数

在统计物理中是很关注考察系统的微观结构的，在热力学中
则不涉及单原子、双原子等微观结构。

对三维空间有
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AN 为阿伏伽德罗常数，R为摩尔气体常量。

其他热力学函数→→ Zε小结：特点从

杨振宁称：统计物理的三部曲

n
G

=μ还可以进一步求得G、 等
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参考积分公式为：

所以

根据 有

与单原子分子相同。

同理还可以求出其他的宏观量。
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三、吉布斯佯谬

在上一节的单原子分子理想气体的例子中求出三个基本热力学
函数为 ， ，

无序度的量度，而混合会导致无序度的增加，因而可以期望当
物质混合时，熵会增加。

我们看下面的例子：

T、V、NT、V、N

中间有隔板打开后N 2N，V 2V，T则不变。

由于熵是广延量，则打开前有

当两个隔间的气体为不同种时， 增加可以理解，但当它们为

点问题。这个问题首先被吉布斯注意到，就称为吉布斯详谬。

，由于熵是系统

同种气体时，混合的意义已不明显，但此时 仍然增加就存在
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先看一个解决方案：

N个粒子的独立系统为 ，一个粒子的独立系统为

将 ，令

（自由能修正）因此：

修正后的

应用到上面的同种气体混合，则有

这一修正对U、P并无影响。

修正应保证错的改为正确，正确的不应有所改变。

，即详谬消除。
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接下来看一下它的物理意义：

对系统的 系Z

扣除N个粒子的全排列的微观态数，即是作了粒子不可分辨的
修正（或者说是全同性修正）

注意到：全同粒子和可分辨粒子服从不同的“统计”，必须对

它们使用不同的方法计数。

那么何时需修正，何时不需修正，一般来说
对气体 ~ 非定域子需要修正
对固体 ~ 每个原子有固定的位置，为定域子，不需要修正。

实际上可以根据所研究的系统，根据研究内容作相应修正选
择，比如牛顿力学与相对论力学。

除以N！，N！是N个粒子的全排列数。
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四、经典近似条件
以上先考虑粒子的可分辨性，现再作修正。
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代表分布在能级 上的粒子数， 是能级

的简并度，当 >> 时，比如

=100，

不同态的几率相比就可以略去不计。此时，粒子即使是不
可分辨的（全同的），也因处在不同的能级上而区分开
来。因而我们把

作为经典近似的条件。

=2时，粒子处于同一态的几率与粒子处于
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对任意的能量值都适用的话就要求

或

以单原子分子的Z代入后有

一般来说通常条件下，气体都可用M-B分布。

修正的是微观状态数，经典近似条件下满足统一的分布。
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此节讲统计物理另一类应用：从一种分布求另一种分布。
求平均值则需知道相应量的分布函数。
比如：已知M-B分布的 lε

βερ −= e
Z
1

τρ ddw ⋅= τd

∫= rh
dτερε

εεε d+→

ερε ddw ⋅=
βερ −= e

Z
1

能级中一个量子态上出现粒子的

， 表示相空间

范围内粒子出现的几率，与粒子有关的任何物理量都可
以由它求平均。比如：

。我们说某种分布函数，比如能量分布函数，

范围内出现的几率，即

主要是将 的形式进行适当变化。

几率为：

则是指粒子在

§2.4麦克斯威速度分布律
Maxwell’s Law of Velocity Distribution
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一、动量P的分布函数

粒子（先设为单原子分子）处于动量在

范围内的几率=？

注意：此时是不管位置x、y、z在何处的。

代入上式后有
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若粒子为双原子分子，则

（无振动）

所以不管是单原子、双原子分子或多原子分子，动量分布都
是一样的。由此去求某些相关量会比较简便些。
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二、速度和速率分布函数

由 很容易从动量分布 速度分布。

速率分布：即只管
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四、运动分解定理（由一种分布求另一种分布的好方法）

叙述：如果某个复合系统的几率分布可以分解成几个因子的
乘积，每个因子又只与表征复合系统的一部分物理量有关，
则这些部分是统计独立的，且每个因子的几率分布正比于相
应部分的状态几率。

理解：

则

三个因子相乘，每个因子只与表征复合系统的一部分物理量
有关，这些部分是统计独立的。
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，c为比例系统，由归一化求得。

可同理求得。
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例：重力场中的粒子， ，求

由于统计独立，所以：
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